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Êðàòêè ðåøåíèÿ íà çàäà÷èòåÇàäà÷à 9.1. Àêî çà ðåàëíèòå ÷èñëà a è b å èçïúëíåíî 1 < a < b <
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a2 − 1 < 1.Ñëåäîâàòåëíî èçðàçúò â ñêîáèòå å îòðèöàòåëåí è íåðàâåíñòâîòî å èçïúëíåíî.Çàáåëåæêà: Çàäà÷àòà èìà ÷èñòî ãåîìåòðè÷íà èíòåðïðåòà-öèÿ, èëþñòðèðàíà íà ÷åðòåæà. Íóæíî å äà ñå ñúîáðàçè, ÷åäâåòå úãëîïîëîâÿùè ñå ïðåñè÷àò èçâúí òðèúãúëíèêà. 1 11b b
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Îöåíÿâàíå. 4ò. çà èçâåæäàíå íà a−b êàòî ìíîæèòåë, 2ò. çà äîêàçâàíå îòðèöàòåëíîñòòàíà âòîðèÿ ìíîæèòåë.Çàäà÷à 9.2. Äà ñå äîêàæå, ÷å ñèñòåìàòà
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(x2 − 2)(y2 − 2) = 2009
(x − 9)2 + (y − 9)2 = 100èìà òî÷íî äâå äâîéêè ðåøåíèÿ (x, y), çà êîèòî x è y ñà ðàöèîíàëíè ÷èñëà.�åøåíèå. Ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å äâîéêèòå (x, y) = (17, 3) è (3, 17) ñà ðåøåíèÿ íàñèñòåìàòà. Îñòàâà äà äîêàæåì, ÷å íÿìà äðóãè. Êàòî ïîëîæèì x + y = u è xy = v,ñèñòåìàòà äîáèâà âèäà:
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.Çàìåñòâàéêè v â ïúðâîòî óðàâíåíèå, äîñòèãàìå äî u4−36u3+448u2−2376u−3680 = 0.Òúé êàòî u = 17 + 3 = 20 å êîðåí íà óðàâíåíèåòî, ïî ñõåìàòà íà Õîðíåð òî äîáèâàâèäà (u − 20)(u3 − 16u2 + 128u + 184) = 0.1



Ñëó÷àé 1. Àêî u = 20, òî v = 51 è ñëåä ðåøàâàíå íà êâàäðàòíîòî óðàâíåíèå
t2 − 20t + 51 = 0, äîñòèãàìå äî ãîðíèòå äâå ðåøåíèÿÑëó÷àé 2. Àêî u3 − 16u2 + 128u + 184 = 0 èìà ðàöèîíàëåí êîðåí u0, òî ïîíåæåñòàðøèÿò êîå�èöèåíò íà ïîëèíîìà å åäèíèöà ïîëó÷àâàìå, ÷å u0 e öÿëî ÷èñëî. Îñâåíòîâà, u0

3 = 8(2u2
0 + 16u0 + 23), ò.å. u0 = ±2 èëè ± 46. Äèðåêòíà ïðîâåðêà íè ïîêàçâà,÷å òåçè ñòîéíîñòè íå âîäÿò äî ðåøåíèå.Çàáåëåæêà: Îêàçâà ñå, ÷å ñèñòåìàòà íÿìà è ðåàëíè ðåøåíèÿ. Èìàìå u2 ≧ 4v ⇔

2u2 − 36u + 124 ≦ 0, îò êîåòî ñëåäâà, ÷å u > 0 è ñúîòâåòíî u3 − 16u2 + 128u + 184 =
u(u − 8)2 + 64u + 184 > 0.Îöåíÿâàíå. 1 ò. çà ïîñî÷âàíå íà äâåòå ðåøåíèÿ, 2 ò. çà ïîëàãàíåòî è ñâåæäàíå äîóðàâíåíèå ñ åäíî íåèçâåñòíî, 1 ò. çà ðàçëàãàíåòî è ïúðâèÿò ñëó÷àé, 2 ò. çà âòîðèÿòñëó÷àéÇàäà÷à 9.3.Äàäåí å△ABC è òî÷êà L îò ñòðàíàòà AB. Âúðõó îòñå÷êàòà CL å èçáðàíàïðîèçâîëíà òî÷êà X. Ïðàâèòå AX è BX ïðåñè÷àò ñòðàíèòå BC è AC ñúîòâåòíî âòî÷êèòå K è M è îòñå÷êèòå LM è LK ñúîòâåòíî â òî÷êèòå D è E.à) Äà ñå äîêàæå, ÷å <) DCE å ïîñòîÿíåí è íåçàâèñè îò èçáîðà íà òî÷êàòà X.á) Àêî CL å úãëîïîëîâÿùà íà <) ACB, òî äà ñå äîêàæå, ÷å CL å úãëîïîëîâÿùà èíà úãúë <) DCE.�åøåíèå. Íåêà P = CD→ ∩ AB, Q = CE→ ∩ AB.a) Ùå äîêàæåì, ÷å òî÷êèòå P è Q ñà ïîñòîÿííè.�àçãëåæäàìå △ALC. Îò òåîðåìàòà íà ×åâà èòåîðåìàòà íà Ìåíeëàé çà ïðàâàòà BM ïîëó÷àâàìå:
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△CP1P ∼ △CQ1Q è äîêàçàòåëñòâîòî å çàâúðøåíî.Îöåíÿâàíå. à) 1 ò. çà õèïîòåçàòà, ÷å P è Q ñà ïîñòîÿííè òî÷êè è 2 ò. çà äîêàçàòåëñòâîòî�è á) 2 ò. çà äîïúëíèòåëíîòî ïîñòðîåíèå è ñâåæäàíå íà çàäà÷àòà äî äîêàçâàíå íàïîäîáíîñò íà òðèúãúëíèöè, 2 ò. çà äîêàçâàíå, ÷å △CP1P ∼ △CQ1Q.Çàäà÷à 9.4. Íåêà W å åäíà n-áóêâåíà äóìà, êîÿòî ñúäúðæà íàé-ìíîãî 10 ðàçëè÷íèáóêâè (íàïðèìåð ÏÅ�ÏÅÍÄÈÊÓËß� èëè ÀÀÁÁÂÂÀÁÁÎ). Äà ñå äîêàæå, ÷å áóêâèòåâ W ìîãàò äà ñå çàìåíÿò ñ öè�ðè, êàòî íà ìåñòàòà íà åäíàêâèòå áóêâè ñå ïîñòàâÿòåäíàêâè öè�ðè, à íà ìåñòàòà íà ðàçëè÷íèòå áóêâè ñå ïîñòàâÿò ðàçëè÷íè öè�ðè, òàêà÷å ïîëó÷åíîòî n-öè�ðåíî ÷èñëî (òî ìîæå äà çàïî÷âà è ñ 0) ñå äåëè íà 9.�åøåíèå. Íåêà íÿêîÿ áóêâà ó÷àñòâà â W òî÷íî k ïúòè, êàòî ÷èñëîòî n − k íå ñåäåëè íà 3. Òàçè áóêâà çàìåñòâàìå ñ 9, à îñòàíàëèòå ïî ïðîèçâîëåí íà÷èí ñ öè�ðèòå
0, 1, . . . , 8. Àêî ñáîðúò îò öè�ðèòå íà ïîëó÷åíîòî ÷èñëî ñå äåëè íà 9, òî çàäà÷àòà åðåøåíà. Íåêà ñáîðúò îò öè�ðèòå å ñðàâíèì ñ íÿêàêâî ÷èñëî a ïî ìîäóë 9. Ïðîìåíÿìåñ 1 âñÿêà îò öè�ðèòå, ðàçëè÷íà îò 9, ïî ìîäóë 8. Ñáîðúò îò öè�ðèòå íà ïîëó÷åíîòî÷èñëî ùå å ñðàâíèì ñ a + n− k (mod 9) è òàêà äîêàòî ñòèãíåì äî ñáîð, êîéòî ñå äåëèíà 9. Òîâà ìîæå äà ñå ïîñòèãíå, çàùîòî (n − k, 9) = 1 .Íåêà ñåãà k1 ≡ k2 ≡ · · · ≡ k10 ≡ n (mod 3). Òîãàâà êàêòî è äà ðàçïîëîæèì öè�ðèòå â
W ñáîðúò èì ùå å ñðàâíèì ñ n(0 + 1 + · · · + 9) ≡ 0 (mod 3).Àêî k1 ≡ k2 ≡ · · · ≡ k10 ≡ n (mod 9), òî êàêòî è äà ðàçïîëîæèì öè�ðèòå â W ñáîðúòèì ùå ñå äåëè íà 9.Îñòàâà äà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ, êîãàòî íàïðèìåð ÷èñëîòî n − k1 íå ñå äåëè íà 9, ò.å.
n − k1 ≡ 3 èëè 6 (mod 9) è òóê ïðîöåäèðàìå êàêòî ïî-ãîðå (a = 0, 3 èëè 6). Ñ òîâàçàäà÷àòà å ðåøåíà.Îöåíÿâàíå. 3 ò. çà ðàçãëåæäàíå íà ñëó÷àÿ �n − k íå ñå äåëè íà 3�, 1 ò. çà ñëó÷àÿ
k1 ≡ k2 ≡ · · · ≡ k10 ≡ n (mod 9), 3 ò. çà äîâúðøâàíå íà ðåøåíèåòî.Çàäà÷à 10.1. Äà ñå ðåøè ñèñòåìàòà ∣

∣

∣

∣

x + a = y + b
x3 + a3 = y3 + b3 , êúäåòî a 6= 0 è b 6= 0 ñàðåàëíè ïàðàìåòðè.�åøåíèå. Çàïèñâàìå âòîðîòî óðàâíåíèå âúâ âèäà (x+a)((x+a)2−3ax) = (y+b)((y+

b)2 − 3by). Ïðè x + a = 0 ïîëó÷àâàìå ðåøåíèåòî (x, y) = (−a,−b). Íåêà x + a 6= 0.Òîãàâà y + b 6= 0 è ïîëó÷àâàìå (x + a)2 − 3ax = (y + b)2 − 3by, îòêúäåòî 3ax = 3by.Òîãàâà y = ax
b è çàìåñòâàíåòî â ïúðâîòî óðàâíåíèå äàâà x(1 − a

b ) = b − a. Ïðè a = bïîëó÷àâàìå ðåøåíèÿòà (x, y) = (x, x), à ïðè a 6= b íàìèðàìå (x, y) = (b, a).Îöåíÿâàíå. 2 ò. çà ñëó÷àÿ x + a = 0, 1 ò. çà äîñòèãàíå äî ax = by, 1 ò. çà ïîëó÷àâàíåíà x(1 − a
b ) = b − a, ïî 1 ò. çà ñëó÷àèòå a = b è a 6= b.Çàäà÷à 10.2. Äà ñå îïðåäåëè ïðè êîè ñòîéíîñòè íà ðåàëíèÿ ïàðàìåòúð m, íåðàâåí-3



ñòâîòî
4x2 − m2x2+x+1 + m34x ≥ 0å èçïúëíåíî çà âñÿêî öÿëî ÷èñëî x.�åøåíèå. Ïîëàãàìå 2x2−x = t, t > 0 è äîñòèãàìå äî íåðàâåíñòâîòî t2 − 2mt + m3 ≥ 0.Àêî x e öÿëî ÷èñëî, òî t = 2x2−x å èçìåæäó ÷èñëàòà 1, 2, 4, 8, . . .. Òàêà çàäà÷àòà ñåñâåæäà äî íàìèðàíå íà òåçè ñòîéíîñòè íà m, çà êîèòî íåðàâåíñòâîòî t2−2mt+m3 ≥ 0å â ñèëà çà âñÿêî t ∈ {1, 2, 4, 8, . . .}.Ñëó÷àé 1. Àêî D = 4m2 − 4m3 = 4m2(1 − m) ≦ 0, ò.å. m = 0 èëè m ≥ 1, òîíåðàâåíñòâîòî å âÿðíî íå ñàìî çà âñè÷êè öåëè, íî è çà âñè÷êè ðåàëíè ñòîéíîñòè íà x.Ñëó÷àé 2. Àêî D = 4m2(1 − m) > 0, òî m < 1, m 6= 0, âúðõúò íà ïàðàáîëàòà èìààáñöèñà m è ñëåäîâàòåëíî å íåîáõîäèìî 1 äà å íàäÿñíî îò êîðåíèòå, ò.å.
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∪ [1,+∞)Îöåíÿâàíå. 1 ò. çà ïîëàãàíåòî 2x2−x = t; 1 ò. çà ïðàâèëíî äå�èíèðàíå íà åêâèâàëåíò-íàòà çàäà÷à êàñàåùà êâàäðàòíîòî íåðàâåíñòâî; 1 ò. çà ñëó÷àÿ D ≦ 0, 2 ò. çà ñëó÷àÿ
D > 0, 1 ò. çà ïîëó÷àâàíå íà îòãîâîðà.Çàäà÷à 10.3. Âúðõó ñòðàíàòà BC íà △ABC å èçáðàíà âúòðåøíà òî÷êà K òàêà, ÷å
2 <) BAK = 3 <) KAC. Äà ñå äîêàæå, ÷å AB2.AC3 > AK5.�åøåíèå. Äà îçíà÷èì <) BAC = α è äà ïîñòðîèì òî÷êèòå D0,D1, . . . ,D5 âúâ âúò-ðåøíîñòòà è ïî êîíòóðà íà <) BAC òàêà, ÷å B ≡ D0, C ≡ D5, à çà i = 0, 1, . . . , 4 äàèìàìå <) DiADi+1 = 1

5
<) BAC, è AD5

i = AB5−i.ACi. Òîãàâà òðèúãúëíèöèòå DiADi+1,
i = 0, 1, . . . , 4, ñà ïîäîáíè (ïî ðàâíè îòíîøåíèå íà äâå ñòðàíè è úãúë ìåæäó òÿõ). Íåùîïîâå÷å, èìàìå <) D0D1D2 =<) D0D1A+ <) AD1D2 =<) BD1A+ABD1 = 180◦−α

5
< 180◦è àíàëîãè÷íî <) DiDi+1Di+2 < 180◦ çà i = 1, 2, 3, 4. Ñëåäîâàòåëíî ìíîãîúãúëíèêúò

ABD1D2D3D4C å èçïúêíàë, à â íåãî äèàãîíàëèòå BC è AD3 ñå ïðåñè÷àò â òî÷êà
K, âúòðåøíà çà îòñå÷êàòà AD3. Îòòóê AK < AD3 = AB2/5.AC3/5, îòêúäåòî ñëåäâàèñêàíîòî íåðàâåíñòâî.Îöåíÿâàíå. 1 ò. çà èçáîðà çà òî÷êèòå Di (íî íå è çà ïîñòðîÿâàíå íà úãëîïîëîâÿùè),2 ò. çà ïîäîáèÿòà, 2 ò. çà èçïúêíàëîñòòà, 2 ò. çà äîâúðøâàíå.Çàäà÷à 10.4.Ùå íàðè÷àìå åäíî 10-öè�ðåíî åñòåñòâåíî ÷èñëî äîáðî, àêî öè�ðèòå ìóñà äâå ïî äâå ðàçëè÷íè. Íåêà A å áðîÿò íà äîáðèòå ÷èñëà, êîèòî îñòàâàò äîáðè è ñëåä4



óìíîæåíèå ñ 2, à B å áðîÿò íà äîáðèòå ÷èñëà, êîèòî îñòàâàò äîáðè è ñëåä óìíîæåíèåñ 5. Äà ñå íàìåðè îòíîøåíèåòî A

B
.�åøåíèå. Çà âñÿêî äîáðî ÷èñëî a1a2 . . . a10, äà îáðàçóâàìå ïåðèîäè÷íàòà äåñåòè÷íàäðîá α = 0, (a1a2 . . . a10). Ùå íàðè÷àìå äîáðà âñÿêà òàêàâà äåñåòè÷íà äðîá. Àêî α è

{2α} ñà äîáðè, ùå êàçâàìå, ÷å α å A-äîáðà è àíàëîãè÷íî, àêî α è {5α} ñà äîáðè, ùåêàçâàìå, ÷å α å B-äîáðà.Çà âñÿêà äîáðà äðîá α, äà ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâîòî
Sα = {α, {10α}, {102α}, . . . , {109α}}.Î÷åâèäíî âñÿêà äðîá îò Sα ïîðàæäà îòíîâî Sα. Äà çàáåëåæèì îùå, ÷å âñè÷êè äðîáèâ åäíî òàêîâà ìíîæåñòâî ñà åäíîâðåìåííî A-äîáðè èëè åäíîâðåìåííî B-äîáðè.Àêî äðîáòà α å A-äîáðà, òî {2α} å B-äîáðà è, àíàëîãè÷íî, àêî α å B-äîáðà, òî

{5α} å A-äîáðà. Îñâåí òîâà ìíîæåñòâàòà, ñúïîñòàâåíè íà α è 5{2α} (èëè 2{5α}) ñàâñúùíîñò åäíî è ñúùî ìíîæåñòâî, ò.å. Sα = S5{2α} = S2{5α}. Ïî òîçè íà÷èí ïîëó÷àâàìåâçàèìíî-åäíîçíà÷íî ñúîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàòà, ñúïîñòàâåíè íàA-äîáðè äðîáè,è ìíîæåñòâàòà, ñúïîñòàâåíè íà B-äîáðè äðîáè. Â ÷àñòíîñò, áðîÿò íà ìíîæåñòâàòà îòäâàòà âèäà å åäèí è ñúù.Âúâ âñÿêî ìíîæåñòâî, ñúïîñòàâåíî íà A-äîáðà äðîá, èìà òî÷íî ÷åòèðè äðîáè,÷èèòî ïåðèîäè ïðåäñòàâëÿâàò A-äîáðè ÷èñëà � òîâà ñà òî÷íî äðîáèòå, ÷èèòî ïåðèîäèçàïî÷âàò ñ 1, 2, 3 èëè 4, çàùîòî â òîçè ñëó÷àé {2α} = 2α (ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî åâÿðíî è êîãàòî ïåðèîäúò çàïî÷âà ñ 0, íî òàêàâà äðîá íå îòãîâàðÿ íà äîáðî ÷èñëî).Àíàëîãè÷íî, âñÿêî ìíîæåñòâî, ñúïîñòàâåíî íà B-äîáðà äðîá, ñúäúðæà òî÷íî åäíàäðîá, ÷èéòî ïåðèîä ïðåäñòàâëÿâà B-äîáðî ÷èñëî � òàçè, ÷èéòî ïåðèîä çàïî÷âà ñ 1.Ïîíåæå âñÿêî äîáðî ÷èñëî å ïåðèîä íà äðîá â íÿêîå îò ìíîæåñòâàòà Sα, ãîðíèòåðàçñúæäåíèÿ îçíà÷àâàò, ÷å A = 4B, ò.å. òúðñåíîòî îòíîøåíèå å A

B
= 4.Îöåíÿâàíå. 1 ò. çà ïðåìèíàâàíå êúì äåñåòè÷íè äðîáè èëè äðóã èíâàðèàíò, êîéòîäàâà ïî-äîáðà ðåäàêöèÿ íà çàäà÷àòà, 1 ò. çà âúâåæäàíå íà ìíîæåñòâîòî Sα, 2 ò. çàóñòàíîâÿâàíå íà âçàèìíî-åäíîçíà÷íî ñúîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîòî îò ìíîæåñòâà,ñúïîñòàâåíè íà A-äîáðè äðîáè, è ìíîæåñòâîòî îò è ìíîæåñòâà, ñúïîñòàâåíè íà B-äîáðè äðîáè, 2 ò. çà ñúîáðàæåíèåòî çà ïî 4 (ñúîòâåòíî 1) äðîáè, ñîúòâåòíè íà A-äîáðè(ñúîòâåòíî B-äîáðè) ÷èñëà, 1 ò. çà çàêëþ÷åíèåòî.Çàäà÷à 11.1. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè ñòîéíîñòè íà ðåàëíèÿ ïàðàìåòúð a, çà êîèòîóðàâíåíèåòî logx+a(x + 2a) =

1

2
èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå.�åøåíèå. Ìíîæåñòâîòî îò äîïóñòèìè ñòîéíîñòè ñå çàäàâà ñ x + a > 0, x + a 6= 1è x + 2a > 0. Â òîâà ìíîæåñòâî óðàâíåíèåòî å åêâèâàëåíòíî íà √

x + a = x + 2a.Ñëåä ïîâäèãàíå íà âòîðà ñòåïåí ïîëó÷àâàìå f(x) = x2 + (4a − 1)x + 4a2 − a = 0.5



Òîâà óðàâíåíèå èìà êîðåíè ïðè D = 1 − 4a ≥ 0, èëè a ≤ 1

4
. Ïðè a =

1

4
ïîëó÷àâàìååäèíñòâåíî ðåøåíèå x = 0, êîåòî å îò ìíîæåñòâîòî îò äîïóñòèìè ñòîéíîñòè.Êîãàòî D > 0 êâàäðàòíîòî óðàâíåíèå èìà äâà êîðåíà x1 < x2. Àêî äîïóñíåì, ÷åçà íÿêîé îò êîðåíèòå å èçïúëíåíî xi + a = 1, òî îò √

xi + a = xi + 2a ñëåäâà, ÷å a = 0.Îáðàòíî, ïðè a = 0 ïîëó÷àâàìå êîðåíè x1 = 0 è x2 = 1, êàòî è äâàòà êîðåíà íå ñà îòìíîæåñòâîòî îò äîïóñòèìè ñòîéíîñòè.Íåêà a 6= 0. Òúé êàòî íåðàâåíñòâàòà 1 − 4a

2
> −a è 1 − 4a

2
> −2a ñà åêâèâàëåíòèñúîòâåòíî íà a ≤ 1

2
è 1 > 0, òî x2 > −a è x2 > −2a, ò.å. x2 å ðåøåíèå. Ïîíåæå

f(−a) = a2 > 0, òî x1 íå å ðåøåíèå ïðè f(−2a) < 0, êîåòî äàâà a < 0.Ñëåäîâàòåëíî òúðñåíèòå ñòîéíîñò ñà a =
1

4
è a < 0.Îöåíÿâàíå. 1 ò. çà îïðåäåëÿíå íà äîïóñòèìè ñòîéíîñòè; 2 ò. çà ïîëó÷àâàíå íà a =

1

4
;3 ò. çà îñòàíàëàòà ÷àñò îò ðåøåíèåòî.Çàäà÷à 11.2. Â △ABC ðàçñòîÿíèåòî îò âúðõà B äî öåíòúðà íà âïèñàíàòà îêðúæíîñòå ðàâíî íà ðàäèóñúò íà îïèñàíàòà îêîëî òðèúãúëíèêà îêðúæíîñò è cos <) ABC =

√
7

4
.Äà ñå äîêàæå, ÷å △ABC å ïðàâîúãúëåí.�åøåíèå. Àêî îçíà÷èì ñ I öåíòúðúò íà âïèñàíàòà îêðúæíîñò çà △ABC, òî îòñèíóñîâàòà òåîðåìà çà △ABI ïîëó÷àâàìå

R

sin α
2

=
BI

sin α
2

=
c

sin
(

α+β
2

) =
2R sin γ

sin
(

α+β
2

) =
2R sin(α + β)

sin
(

α+β
2

) = 4R sin
(γ

2

)

.Ñëåäîâàòåëíî sin
γ

2
sin

α

2
=

1

4
. Ïðåñìÿòàìå

sin
β

2
=

√

1 − cos β

2
=

√
7 − 1

4
è cos

β

2
=

√

1 + cos β

2
=

√
7 + 1

4
.Îñâåí òîâà

1

2
= 2 sin

γ

2
sin

α

2
= cos

α − γ

2
− cos

α + γ

2
= cos

α − γ

2
− sin

β

2
= cos

α − γ

2
−

√
7 − 1

4
,îòêúäåòî íàìèðàìå cos

α − γ

2
=

√
7 + 1

4
= cos

β

2
. Îòòóê äèðåêòíî ñëåäâà, ÷å α− γ = βèëè γ − α = β, ò.å. α = 90◦ èëè γ = 90◦.Îöåíÿâàíå. 2 ò. çà èçïîëçâàíå íà BI = R çà ïîëó÷àâàíå íà çàâèñèìîñò ìåæäó úãëèòå;1 ò. çà íåçàâúðøåíè ïðåîáðàçóâàíèÿ, êîèòî âîäÿò äî ðåøåíèå.6



Çàäà÷à 11.3. Äàäåíè ñà ðåàëíè ÷èñëà a, b, c è d, çà êîèòî
a
√

c2 − b2 + b
√

d2 − a2 = c2d2 − cd + 1.Äà ñå íàìåðè ñòîéíîñòòà íà èçðàçà a2c2 + b2d2.�åøåíèå. Òúé êàòî c2 ≥ b2 è d2 ≥ a2, òî ñúùåñòâóâàò úãëè α è β îò èíòåðâàëà [0, π],çà êîèòî b = c cos α è a = d cos β. Çàìåñòâàìå â äàäåíîòî â óñëîâèåòî ðàâåíñòâî è êàòîèçïîëçâàìå íåðàâåíñòâîòî c2d2 − cd + 1 ≥ |cd| (òî å î÷åâèäíî çà cd < 0, à ïðè cd ≥ 0 ååêâèâàëåíòíî íà (cd − 1)2 ≥ 0), ïîëó÷àâàìå
cd sin(α + β) = c2d2 − cd + 1 ≥ |cd|.Çà äà å âÿðíî ãîðíîòî, òðÿáâà cd = 1 è sin(α + β) = 1, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å α + β = 90◦.Ïðåñìÿòàìå a2c2 + b2d2 = d2c2 sin2 β + c2d2 sin2 α = c2d2(sin2 β + cos2 β) = 1.Çàáåëåæêà. Çàäà÷àòà ìîæå äà ñå ðåøè è ñ èçïîëçâàíå íà íåðàâåíñòâîòî íà Êîøè-Áóíÿêîâñêè.Çàäà÷à 11.4. Ïðàâîúãúëíà òàáëèöà, âúâ âñÿêà îò êëåòêèòå íà êîÿòî å çàïèñàíà +1èëè −1, ñå íàðè÷à áàëàíñèðàíà, àêî ñáîðúò îò ÷èñëàòà âúâ âñåêè íåéí ñòúëá å ðàâåí íàíóëà. Ñ f(n) îçíà÷àâàìå íàé-ãîëÿìîòî åñòåñòâåíî ÷èñëî, çà êîåòî âñÿêà áàëàíñèðàíàòàáëèöà ñ 4n ðåäà è f(n) ñòúëáà èìà áàëàíñèðàíà 2n × f(n) ïîäòàáëèöà.à) Äà ñå äîêàæå, ÷å çà âñÿêî íå÷åòíî n å èçïúëíåíî f(n) = 2.á) Äà ñå äîêàæå, ÷å çà âñÿêî íå÷åòíî n å èçïúëíåíî f(2n) ≤ 5.�åøåíèå. à) Ïúðâî ùå ïîêàæåì, ÷å âñÿêà áàëàíñèðàíà 4n × 2 òàáëèöà A èìà áà-ëàíñèðàíà 2n × 2 ïîäòàáëèöà. Òúé êàòî óìíîæàâàíåòî íà ñòúëáîâåòå íà A ñ −1 íåïðîìåíÿ ñâîéñòâàòà íà òàáëèöàòà, ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å èçìåæäó ðåäîâåòå íà A èìà

a ≥ n ðåäà + + . Òîãàâà â A èìà 2n − a ðåäà + − , 2n − a ðåäà − + è a ðåäà
− − . Ïðîèçâîëíè n ðåäà îò âèäà + + è íà n ðåäà îò âèäà − − îáðàçóâàòáàëàíñèðàíà 2n × 2 ïîäòàáëèöà.Äà ðàçãëåäàìå 4n × 3 áàëàíñèðàíà òàáëèöà â êîÿòî èìà ïî n ðåäà îò − − − ,
+ + − , + − + è − + + . Äà äîïóñíåì, ÷å èìà áàëàíñèðàíà 2n × 3 ïîä-òàáëèöà è íåêà òÿ ñúäúðæà a ðåäà îò âèäà − − − , b ðåäà îò âèäà + + − ,

c ðåäà îò âèäà + − + è d ðåäà îò âèäà − + + . Òîãàâà a + b + c + d = 2n,
a + b = c + d, a + c = b + d è a + d = b + c. Ñúáèðàìå ïîñëåäíèòå òðè ðàâåíñòâà èïîëó÷àâàìå 3a = b+ c+d = 2n−a, ò.å. n = 2a, êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå ñ ÷åòíîñòòà íà n.
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á) �àçãëåæäàìå 8n × 6 òàáëèöà A, ïîëó÷åíà îò n êîïèÿíà ïîêàçàíàòà òàáëèöà. Äà äîïóñíåì, ÷å ñúùåñòâóâàáàëàíñèðàíà 4n × 6 ïîäòàáëèöà B è íåêà â íåÿ èìà aðåäà îò âèäà − − − − − − è b ðåäà îò âèäà
+ + − + − − . �àçãëåæäàìå ñàìî ïúðâèòå òðèñòúëáà íà A è êàêòî â à) äîêàçâàìå, ÷å áðîÿò íà ðåäîâåòåâ B îò âèäà − − − + + + å ðàâåí íà n − a.Àíàëîãè÷íî êàòî ðàçãëåäàìå ïúðâèÿ, ÷åòâúðòèÿ è ïåòèÿñòúëá íà A, ïîëó÷àâàìå, ÷å áðîÿò íà ðåäîâåòå â B îò âèäà
− + + − − + å ñúùî ðàâåí íà n − a. Òîãàâà

− − − − − −
− − − + + +

− + + − − +

− + + + + −
+ + − + − −
+ + − − + +

+ − + + − −
+ − + − + +áðîÿò íà ðåäîâåòå âB îò âèäà − + + + + − å ðàâåí íà a. Àíàëîãè÷íî íàìèðàìå,÷å â B èìà ïî n − b ðåäà îò + + − − + + è îò + − + + − − è bðåäà + − + − + + . Ñáîðúò íà ÷èñëàòà â ïîñëåäíèÿ ñòúëá íà B å ðàâåí íà

2n − 4a = 0, êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå ñ ÷åòíîñòòà íà n. Ñëåäîâàòåëíî f(2n) ≤ 5.Îöåíÿâàíå. 2 ò. çà à) è 5 ò. çà á).Çàäà÷à 12.1. Â òðèúãúëíà ïèðàìèäà ABCD ñòåíèòå ABC è ABD ñà âçàèìíî ïåð-ïåíäèêóëÿðíè, ∠ACD = ∠BCD = 60◦ è AD =
√

91, BD =
√

171, CD = 9. Äà ñåïðåñìåòíå îáåìúò íà ïèðàìèäàòà.�åøåíèå. Îò êîñèíóñîâàòà òåîðåìà çà△ACD è△BCD èìàìå, ÷å AC2−9AC−10 = 0è BC2 − 9BC − 90 = 0, îòêúäåòî AC = 10 è BC = 15.Íåêà H å îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ íà âúðõà D âúðõó (ABC). Òúé êàòî (ABC) ⊥
(ABD), òî H ëåæè íà ïðàâàòà AB. Ïîíåæå ∠ACD = ∠BCD, òî (êàêòî å èçâåñòíî)
H ëåæè è âúðõó úãëîïîëîâÿùàòà íà ∠ACB.Ïî-íàòàòúê, AD2−AH2 = DH2 = BD2−BH2 è çíà÷è BH2−AH2 = BD2−AD2 =
80. Îò äðóãà ñòðàíà, BH

AH = BC
AC = 3

2
. Îò òåçè ðàâåíñòâà íàìèðàìå AH = 8, BH = 12è òîãàâà AB = 20 è DH =

√
AD2 − AH2 = 3

√
3. Ïî õåðîíîâàòà �îðìóëà ïðåñìÿòàìå

SABC = 75
√

15

4
è ñëåäîâàòåëíî VABCD = SABCDH

3
= 225

√
5

4
.Îöåíÿâàíå. 1 ò. çà íàìèðàíå íà AC è BC, 1 ò. çà îïðåäåëÿíå íà ïîëîæåíèåòî íà ò.

H, 2 ò. çà íàìèðàíå íà AB è 2 ò. çà äîâúðøâàíå íà ðåøåíèåòî.Çàäà÷à 12.2. Çà òðè ðàçëè÷íè ðåàëíè ÷èñëà p, q è r îçíà÷àâàìå ñ Spqr áðîÿ íà ïåð-ìóòàöèèòå (a, b, c) íà òåçè ÷èñëà òàêèâà, ÷å óðàâíåíèåòî 2ax3 + 3bx2 = c èìà òî÷íîåäèí ðåàëåí êîðåí. Äà ñå íàìåðè íàé-ìàëêàòà âúçìîæíà ñòîéíîñò íà Spqr.�åøåíèå. Àêî íÿêîå îò ÷èñëàòà å 0, íàïðèìåð r, òî óðàâíåíèÿòà 2px3 = q è 2qx3 = pèìàò òî÷íî ïî åäèí ðåàëåí êîðåí.Íåêà ñåãà pqr 6= 0. Äà ðàçãëåäàìå óðàâíåíèåòî f(x) = 2ax3 + 3bx2 − c = 0, a 6= 0.Ïîíåæå f ′(x) = 6x(ax+b), òî òîâà óðàâíåíèå èìà òî÷íî åäèí ðåàëåí êîðåí ñàìî êîãàòî
0 < f(0)f(−b/a) = c(c− b3/a2) (çàùî?). Àêî äâå îò ÷èñëàòà p, q, r èìàò ðàçëè÷åí çíàê,8



íàïðèìåð q è r, ñëåäâà, ÷å ïðè a = p, b = q, r è c = r, q óðàâíåíèåòî èìà òî÷íî åäèíðåàëåí êîðåí. Èíà÷å ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å p > q > r > 0 è òîãàâà ïðè b = r, a = p, qè c = q, p óðàâíåíèåòî èìà òî÷íî åäèí ðåàëåí êîðåí.È òàêà, Spqr ≥ 2. Îñòàâà äà îòáåëåæèì, ÷å S1,0,−1 = 2, çàùîòî åäèíñòâåíèòåïåðìóòàöèè, èçïúëíÿâàùè óñëîâèåòî ñà (1, 0,−1) è (−1, 0, 1).Îöåíÿâàíå. 2 ò. çà c(c − b3/a2) > 0, 3 ò. çà Spqr ≥ 2 è 1 ò. çà ïðèìåð.Çàäà÷à 12.3. Íåêà a1, a2, . . . å òàêàâà ðåäèöà îò ðåàëíè ÷èñëà, ÷å a1 > 0 è an+1 =
an +

√

a2
n + 1 ïðè n ≥ 1. Äà ñå äîêàæå, ÷å ñúùåñòâóâà n ∈ N, çà êîåòî πan > 2n.�åøåíèå. Ïîëàãàìå a1 = cot α

2
, α ∈ (0, π), è òîãàâà ïî èíäóêöèÿ ñëåäâà, ÷å an =

cot
α

2n
. Ïîíåæå lim

x→0
x cot x = 1, òî lim

n→∞
an

2n
=

1

α
>

1

π
. Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà n0 ∈ Nòàêîâà, ÷å an

2n
>

1

π
ïðè n ≥ n0.Îöåíÿâàíå. 3 ò. çà an = cot

α

2n
, 3 ò. çà lim

n→∞
an

2n
=

1

α
è 1 ò. çà çàêëþ÷åíèåòî.Çàäà÷à 12.4. Íåêà n > 1 å åñòåñòâåíî ÷èñëî è Sn = 1n + 2n + · · · + (n − 1)n. Äà ñåäîêàæå, ÷å:à) n2 äåëè Sn çà âñÿêî íå÷åòíî n;á) n3 äåëè Sn çà áåçáðîéíî ìíîãî n.�åøåíèå. à) Àêî n = 2m + 1, òî Sn =

∑m
k=1

(kn + (n − k)n). Îñâåí òîâà,
kn + (n − k)n = kn − kn + nkn−1n −

(

n

2

)

kn−2n2 + · · · + nn =

n2kn−1 − n3 n − 1

2
kn−2 + · · · + nn. (∗)Ñëåäîâàòåëíî n2|kn + (n − k)n è çíà÷è n2|Sn.á) Îò (*) ñëåäâà, ÷å kn + (n − k)n ≡ n2kn−1(mod n3) çà íå÷åòíî n. Òîãàâà Sn ≡

n2Rn(mod n3), êúäåòî Rn =
∑m

k=1
kn−1. Ñëåäîâàòåëíî n3|Sn ⇔ n|Rn. Ïîíåæå n − 1 å÷åòíî ÷èñëî, òî kn−1 ≡ (n − k)n−1(mod n) è çíà÷è

2Rn ≡
m

∑

k=1

(kn−1 + (n − k)n−1) = Tn(mod n),êúäåòî Tn =
∑n−1

k=1
kn−1. Òàêà n3|Sn ⇔ n|Tn.Ùå òúðñèì n îò âèäà pq, êúäåòî p è q ñà ðàçëè÷íè íå÷åòíè ïðîñòè ÷èñëà. Òîãàâà

Tn =

q−1
∑

i=0

p−1
∑

j=0

(ip + j)n−1 ≡ qPn(mod p),9



êúäåòî Pn =
∑p−1

j=1
jn−1. Àíàëîãè÷íî Tn ≡ pQn(mod q), êúäåòî Qn =

∑q−1

j=1
jn−1. Ñåãàå ÿñíî, ÷å n|Tn ⇔ p|Pn, q|Qn.Ùå äîêàæåì, ÷å àêî p − 1 ∤ q − 1, ò.å. p − 1 ∤ n − 1, òî n|Pn. Ùå èçïîëçâàìå, ÷åñúùåñòâóâà ïðèìèòèâåí êîðåí ïî ìîäóë p, ò.å. ÷èñëî a (1 ≤ a ≤ p−1), ÷èéòî ïîêàçàòåëïî ìîäóë p å ðàâåí íà p−1. Ïîíåæå ÷èñëàòà a, 2a, . . . , (p−1)a îáðàçóâàò ïúëíà ñèñòåìàîò íåíóëåâè îñòàòúöè ïî ìîäóë p, ñëåäâà, ÷å an−1Pn ≡ Pn(mod p). Íî an−1 6≡ 1(mod p),òúé êàòî èíà÷å ïîêàçàòåëÿò p− 1 íà a ïî ìîäóë p òðÿáâà äà äåëè n− 1. Ñëåäîâàòåëíî

p|Pn. Àíàëîãè÷íî q|Qn, àêî q − 1 ∤ p − 1.Òàêà ïîëó÷èõìå, ÷å àêî n = pq, p − 1 ∤ q − 1 è q − 1 ∤ p − 1, òî n3|Sn. Îñòàâàäà ïîêàæåì, ÷å èìà áåçáðîéíî ìíîãî äâîéêè (p, q) îò ïðîñòè ÷èñëà ñ òîâà ñâîéñòâî.Äîñòàòú÷íî å äà èçáåðåì p = 5 è äà èçïîëçâàìå, ÷å èìà áåçáðîéíî ìíîãî ïðîñòè ÷èñëà
q îò âèäà q = 4t + 3 (t ∈ N).Îöåíÿâàíå. a) 2 ò. (1 ò. çà n|Sn); á) 1 ò. çà n3|Sn ⇔ n|Rn, 1 ò. çà n = pq|Tn ⇔ p|Pn, q|Qn,2 ò. çà p − 1 ∤ n − 1 ⇒ p|Pn è 1 ò. çà äîâúðøâàíå íà ðåøåíèåòî.Çàäà÷èòå ñà ïðåäëîæåíè îò:9.1., 9.4 - Èâàí Òîíîâ; 9.2., 9.3., 10.2. - Ñòîÿí Áîåâ; 10.1. - Ïåòúð Áîéâàëåíêîâ èÍèêîëàé Íèêîëîâ; 10.3., 10.4. - Íèêîëàé Áåëóõîâ; 11.1., 11.2., 11.3, 11.4 - ÀëåêñàíäúðÈâàíîâ, Åìèë Êîëåâ; 12.1., 12.4. - Êåðîïå ×àêúðÿí; 12.2, 12.3. - Íèêîëàé Íèêîëîâ.Áðîøóðàòà å ïîäãîòâåíà îò:Åìèë Êîëåâ, Ïåòúð Áîéâàëåíêîâ, Ñòîÿí Áîåâ è Íèêîëàé Íèêîëîâ
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